Algorithmen und Datenstrukturen

12. OPTIMIERUNGSPROBLEME
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Uberblick Optimierung 1/2

 (Mathematische) Optimierung beschreibt eine Familie von
Losungsstrategien zur Maximierung/Minimierung einer
Zielfunktion unter Nebenbedingungen.

e Viele der bisher untersuchten Probleme konnen als
Optimierungsproblem modelliert werden:

 Kirzeste Wege: Minimiere die Lange eines Pfades unter
der Nebenbedingung, dass der Pfad zwei gegebene
Knoten verbindet.

* Flussprobleme: Maximiere den Fluss unter der
Nebenbedingung, dass Kantenkapazitaten eingehalten
werden.
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Uberblick Optimierung 1/2

* Algorithmen wie Djikstra und Ford-Fulkerson sind
domanenspezifische Algorithmen zur Losung ihrer jeweiligen
Optimierungsprobleme.

 (Mathematische) Optimierungsverfahren sind allgemeine
Verfahren, die auf eine Vielzahl von Problemen anwendbar
sind (dabei aber eventuell nicht immer so effizient wie
speziellere Algorithmen)

 Optimierung ist eine weites Feld, wir werden uns in dieser
Vorlesung auf einen kleinen Ausschnitt konzentrieren:

 Grundlagen der Optimierung
 Kombinatorische Optimierung
* Lineare Optimierung

 Das Simplex-Verfahren
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Algorithmen und Datenstrukturen

12.1. GRUNDLAGEN DER
OPTIMIERUNG
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Begriffe

 Ein allgemeines (reeles) Optimierungsproblem P ist gegeben
durch

P : Minimiere f(x)unter der Nebenbedingung x € X

mitX C R"und f: X — R
= { jistdie Zielfunktion
= r € R"heisst zulassig fur P fallsz € X.
= X istdie zulassige Menge.
» ' € X heisst globales Minimum von Pfalls
Vz € X : f(a') < f(w)
= Aquivalent:

P : Minimiere f(z)unter der Nebenbedingung x € X
P’ : Maximiere— f(x)unter der Nebenbedingungz € X
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Beispiel: Gewinnmaximierung

« Eine Firma produziert zwei verschiedene Waren. Ware
X4 erbringt einen Gewinn von einem Euro. Ware x,
erbringt einen Gewinn von 6 Euro.

Nebenbedingungen:

* Die Firma kann taglich maximal 200 Einheiten der Ware
X4 produzieren und maximal 300 Einheiten der Ware X, .

* Insgesamt kann die Firma maximal 400 Einheiten pro
Tag produzieren.

* Frage: Welches Verhaltnis von x, und x, fuhrt zum
grof3ten Gewinn?
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Beispiel: Gewinnmaximierung

Formuliere die Zielfunktion
« Maximiere Gewinn (1 Euro pro x,, 6 Euro pro x,)

maxx, +6-x,

Formuliere die Nebenbedingungen:

- Maximal 200 Exemplare von X, x, =200
» Maximal 300 Exemplare von x, x, =300
- Insgesamt maximal 400 Exemplare x; +x, =400

- Es mussen Waren produziert werden  x,,x, = ()
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Beispiel: Gewinnmaximierung

« Der Punkt (0,0) € R? maxx, + 6 X,
(21 =0,z9 = 0) ist zulassig
mit Funktionswert O 2 X, < 200

e Der Punkt (100,200) € R* st
zulassig mit Funktionswert 1400 Xy, = 300

+ Der Punkt (100,300) € R*jst
zulassig mit Funktionswert 1900
und globales Maximum. X, X, =0

» Der Punkt (200, 300) € R ist
unzulassig

x, +x, =400

Dieses Beispiel ist ein lineares Optimierungproblem
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Beispiel: Kurzeste Wege

[] [ [ u . V -
Bestimme die Distanz von s nach y 1)
10
— ;\ 7'\7\11-7
. . N \_/
Betrachte folgende Variablen und Bezeichner: Xy

* e, € {0,1} : die Kante von a nach b ist Teil des kiirzesten
Pfades von s nach y (fur alle Kanten (a,b))

» Wq,b : Das Gewicht der Kante von a nach b (z.B. Ws = 10)

Zielfunktion:
min es,uwsju _|_ es,st,x _|_ R _|_ evaywv7y
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Beispiel: Kurzeste Wege

 Was sind die Nebenbedingungen?

1. Die Gewichte mussen wie im Graph sein:
Ws,q = 10, ws , =9, ...
2. Alle Kanten (a,b) mit e, = 1 miissen einen Pfad von s
nach y bilden:
1. Es gibt genau eine Kante mit Startpunkt's: €s,u + €5,z = 1
2. Esgibt genau eine Kante mit Zielpunkty: €yy + €5y =1

3. Fur jeden anderen Knoten gilt: falls eine Kante in diesen
Knoten reinfuhrt, muss auch wieder eine rausfuihren:

z.B.flrx: €54 + €y o = €y T Exy
Beachte: durch die Minimierung werden Kreise auf dem
Pfad automatisch verhindert
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Beispiel: Kurzeste Wege

Vollstandiges Optimierungsproblem

fur ein kleineres Beispiel (u nach x):
min Cu,vWy,v + Cu,wWy,w + v, w Wy, w + Cw,zWw,z

Wyp = 4
Wy, w —
Wy,w =
Wy, = Das Problem der Kiurzesten-Wegfindung ist ein
ganzzahliges Optimierungproblem
Cu,v T Cuw = (allgemeiner: kombinatorisches
Cwz =1 Optimierungsproblem)
Cu,v = Ev,w
Cu,w + Cv,w = Cw,x
6u,1)7 eu,wa ev,wa ew,az ~ {Oa 1}
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Problemklassen

« Optimierungsprobleme sind unterschiedlich .
schwer Isbar max / min f(x1,...,%,)

* Lineare Probleme: f, h, i sind linear, h <b
2.B. f(x.y) = 3x+4y (€infach) 1@y, mn) <y

* Quadratische Probleme, z.B.

f(x,y) = x2 + xy (auch noch einfach) fipy (215 20) - < by

« Konvexe Probleme, z.B. min f(x,y)=log x + log y (@, 1) <o
(schon schwerer) :

« Nicht-konvexe Probleme, z.B. f(x,y) = x siny Imo (T1y -3 Tn) < Cmy
(ziemlich schwer)

« Ganzahlige Probleme: x1,...,z, € Z

(Uberraschenderweise schwerer als reele Probleme)

— Etwas allgemeiner: Kombinatorische Probleme (diskrete Elemente, nicht notwendigerweise
Zahlen)

« Weitere Parameter:
— Restringierte Probleme: zulassige Menge ist beschrankt
— Unrestringierte Probleme: zulassige Menge ist unbeschrankt

— Hier nur lineare Optimierung
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Algorithmen und Datenstrukturen

12.1 GRUNDLAGEN DER OPTIMIERUNG
ZUSAMMENFASSUNG
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Zusammenfassung

* Ein allgemeines (reeles) Optimierungsproblem P ist
gegeben durch
P : Minimiere f(z) unter der Nebenbedingung z € X

* Viele Variationen von Optimierungsproblemen

* Die meisten der bisher betrachteten Probleme
konnen als Optimierungsproblem formalisiert
werden
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12.2. LINEARE OPTIMIERUNG
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Lineare Optimierung allgemein

* Lineare Optimierungsaufgabe

— Maximiere eine lineare Funktion in mehreren Variablen

maxcixy+ ...+ c,Tp ci,r; €R g max ¢! x

* Lineare Nebenbedingungen
— Gegeben als lineare Gleichungen

Ax =
a11$1+...+a1n£€n:bl
N x>0
A e R™"
Am1T1 + ...+ ATy = by, beR™
Vi=1,....n:x2; >0 r e R"
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Umformungen von Gleichungssystemen

Viele Systeme lassen sich in die Standardform Ubertragen
* Minimieren ist wie maximieren:

minc' x =max—c' x
« 2-Bedingung statt <-Bedingung:
a x<b < -a x=-b,
« Gleichung zu Ungleichung:
a/x=b <a x=bra x<b,
* Ungleichung zu Gleichung (Schlupfvariablen einfuhren):
ax<b < a x+s=b,5=0

* X; kann negativ sein:
x =s—-1t,s=0,=0
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Beispiel: Gewinnmaximierung

* Eine Firma produziert zwei verschiedene Waren. Ware x,
erbringt einen Gewinn von einem Euro. Ware x, erbringt
einen Gewinn von 6 Euro.

Frage: Welches Verhaltnis von x; und x, fuhrt zum
grolten Gewinn?

Nebenbedingungen:

« Die Firma kann taglich maximal 200 Einheiten der Ware x,
produzieren und maximal 300 Einheiten der Ware X, .

* Insgesamt kann die Firma maximal 400 Einheiten pro Tag
produzieren.
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Beispiel: Gewinnmaximierung
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Die Firma beschlieldt eine weitere Ware zu
produzieren.

« Die Ware x; bringt einen Gewinn von 13 Euro.

* Die maximale Tagesproduktion liegt weiterhin beli
400 Einheiten.

 Fur die Produktion von Ware x, und Ware x5 wird
dieselbe Maschine verwendet, allerdings ist der
Produktionsaufwand fur x; dreimal hoher.
Insgesamt kann die Maschine 600 Arbeitsschritte
leisten.
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Beispiel: Gewinnmaximierung

Formuliere, die Zielfunktion

maxx, +6-x, +13-x,

Formuliere die Nebenbedingungen:
x, =200

x, =300
x; +x, +x; =400
X, +3-x, =600

X, X5,X;, =0
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Beispiel: Gewinnmaximierung

* Die Nebenbedingungen definieren ein drei-dimensionales
Polyeder, in dem die optimale Losung liegt.

r1 < 200
ro < 300
r1 + xo + 13 < 400
xo + 33 < 600
x1 >0
x9 > 0
x3 > 0

QE@®®®E
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Beispiel: Gewinnmaximierung

Umformung in Normalform:
maxx, +6-x, +13-x, -

x, =200 ”
x, =300 ~
X, +x, +x; =400 ~
X, +3-x;, =600 —
X5 X5,X;, =0 —

max x, +6-x, +13-x,

x, +s, =200

x, +5, =300

X, +Xx,+x;,+5, =400
X, +3-x,+s, =600

X(sXp,X358,58,,85,8, =0
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Beispiel: Gewinnmaximierung (Beispiel 1)
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Die Nebenbedingungen definieren ein Polyeder, in dem die
optimale Losung liegt.

., maxx, +6-x
(a) I 2

‘ x, =200
x, =200

....... X, =300 X2 < 300

300

————r——-——

x;, +x, =400
x1+x25400 X, X, > ()

N

100

N\

0 100 200 300 400

//

= I
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Beispiel: Gewinnmaximierung (Beispiel 1)

(b)

400 . _
Optimum point

/ Profit = $1900

30«.»“
200 N T T~ =L e = 1500

-
-
—
-
-

“““““ ¢ = 1200
100F -« - _

™ -~

T === 0600

- -I‘
0 100 200 300 400 .

Die Zielfunktion c=x, +6-x, ist eine Gerade.
Verschiebe die Gerade, bis das Maximum erreicht ist.
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Ecklosungen

Theorem:
Lineare Optimierungsprobleme der Form
max c' x max ¢’ x
) Ax=5b (2)  Ax <b
x=0 x=0

besitzen genau dann eine endliche Optimallosung, wenn
sie eine optimale Ecklosung (= ,Ecke” des zugehorigen
Polyeders) besitzen.

D.h. man muss zur Losungsfindung nur die Ecken des
Polyeders betrachten

Ohne Beweis
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12.2 LINEARE OPTIMIERUNG
ZUSAMMENFASSUNG
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Zusammenfassung

* Lineare Optimierungsaufgabe

— Maximiere eine lineare Funktion in mehreren Variablen

maxcixy+ ...+ c,Tp ci,r; €R g max ¢! x

* Lineare Nebenbedingungen
— Gegeben als lineare Gleichungen

Axr =b
CL11.CE1—|—...—|—CL1nCIZ'n:bl
N x>0
A e R™"
Am1T1 + ...+ ATy = by, beR™
Vi=1,...,n:x2; >0 r c R”
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12.3. DAS SIMPLEX-VERFAHREN
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Simplex-Verfahren 1/2

« Beginne an einer beliebigen
Ecke des Polyeders.

* Vergleiche, ob einer der
Nachbarn eine bessere Losung
far die Optimierung bietet und
betrachte anschliel3end diesen
Knoten

« Am Ende erreichen wir eine
Ecke, die keinen Nachbarn mit
einer besseren Losung hat.

— Die Losung ist ein lokales
Optimum.
« Bei LP gilt: lokales Optimum =
globales Optimum.
— Grund: Der Polyeder ist
eine konvexe Menge.

Profit $1900
300
200 $1400
100 A
$0 o - ¢ 5200
0 100 200
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Simplex-Verfahren 2/2

Graphisch kann mit dieser Idee jedes lineare
Optimierungsproblem geldst werden

Dies wird aber sehr schnell unibersichtlich (und kann
schlecht implementiert werden)

Wir bendtigen eine einfache Charakterisierung der
“Ecken” des Polyeders

Diese erhalten wir durch Betrachtung der Basen der
Matrix A
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Wiederholung: algebraische Grundlagen

Seien vi,...,v, € R™

* Die Linearkombination vonvq, ..., v, mit Koeffizienten
ai,...,0, € Ristder Vektor ayv1 + ...+ a,v,

* Die Vektoren?1, ..., Unsind linear abhangig, wenn es ein
ie{l,...,n} gibt, so dass sich Vi als Linearkombination
von U1, ...,Vi—1,Vi+1,-..,Un darstellen lasst

* Eine maximale Menge linear unabhangiger Vektoren heisst
Basis des zugehdrigen Raumes (eine Basis des R""besteht
beispielsweise aus m linear unabhangigen Vektoren)

* Der Rang einer Matrix A ist die maximale Anzahl linear
unabhangiger Spaltenvektoren
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Matrix des linearen Optimierungsproblems

maxx, +6-x,

10 1 0 0y (200
A=({0 1 0 1 0}b=|300
10 0 1 400

x, +5, =200

x, +s, =300

X, +x,+5, =400

Beobachtung:

Da wir fur jede unserer urspringlichen Ungleichungen eine
Schlupfvariable eingefihrt haben, gilt stets Rang(A)=m
(=Anzahl der Gleichungen=Lange des Vektors b)
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Basis und Basislosung

» (Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

Ax =b,A € R™*" b e R™, Rang(A) = m

« Dann bilden m linear unabhangige Spaltenvektoren aus A eine
Basis von A. Sie wird mit Ag bezeichnet.

— N enthalt die Indizes der Nichtbasisvektoren. -

— B enthalt die Indizes der Basisvektoren.
« Die Basislosung xg von Ag ist gegeben durch:

I_B_l

Ax, =b (dies gilt gdw. x, = A;b)
- A;ist eine zuldssige Basis von A, wenn gilt A;lb >0

* (XgXy) Mit X, =0 ist dann ist dann zulassige Basislosung von A
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Beispiel

/xl
(10 1 0 0] %
0 1 0 1 0| s
100 1
|
B1={3.4,5)
N1={1 2} \
; 1 0 0 \ ( AN
ABI= 0 1 0 Xp1 = S,
00 1 s

[ 200
300
400

)
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Beispiel

(1 0 0 (s
ABI= O 1 O XB1= S2
0 0 1
\ J L 5
(10 o) s ) (200
Ap Xy =b = 0O 1 O s, =] 300
0 1 4
= ARER AR 0

= s, =200,s, =300,s, =400
_ _ _ (Zulassige Basislosung)
* Nicht-Basisvariablen werden stets auf 0 gesetzt

 (0,0,200,300,400) ist dann zulassige Basislosung von
A mit Zielfunktionswert 0 (einfach einsetzen)
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Noch ein Beispiel

(1 0 1 0 0
01 0 1 0

1100 1

B2={1,4,5 \
N2={2 3

(1 0 0 x

A32= 0 1 0 Xpgry = %,

101 B

[ 200
300

400
)

)
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Noch ein Beispiel

( )
/1 O O\ xl
ABZ= 0 1 0) Xgr = 5,
101 \S?’/( |

1 0 o\ x| [ 200

A x,=b = 0 1 0| s |=| 300
1 1

10 s 400

= x =200,s, =300,s, =200

(Zulassige Basislosung)

* Nicht-Basisvariablen werden stets auf 0 gesetzt

« (200,0,0,300,200) ist dann zulassige Basislosung von A mit
Zielfunktionswert 200 (einfach einsetzen)
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Basen von A mit zulassigen Losungen

Ap rB TN
10 0

Api= (0 1 0] | (s1.82,83) = (200,300,400) | (z1,22) | (0,0,200,300,400)
001
1 0 0

Ap2 = (0 1 0) (z1, 52, s3) = (200, 300,200) | (z2,s1) | (200,0,0,300,200)
101
10 0

Aps=10 1 1] | (z1.22,82) = (200,200,100) | (s1,s3) | (200,200,000,100,0)
110
101

Apa= (0 1 0] | (z1,22,s1) = (100,300,100) | (s2,s3) | (100,300, 100,0,0)
110
01 0

AB5<1 0 0) (22, s1.53) = (300,200, 100) | (x1.s3) | (0.300,200,0,100)
101

200
b =300
400

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de)
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Basen von A mit nicht zulassigen Losungen

Ap rp TN x
0)
Apg = 0 (x1,x9,53) = (100,300, —100) | (s1,s92) | (200,300,0,0,—100)
o
)
Apr = (x9, 51, 89) = (400,200, —100) | (x1,s3) | (0,400,200, —100,0)

1
0
1
0
1
1
1
0
1

O ORI O O Rk = O
—_

Aps = (

1 (x9, 51, 59) = (400, —200, 300)

(w1, 23)

(0, 400, —200, 300, 0)

Die Basen Agg, Ag7, Agg haben keine zulassigen Losungen, da

Xg hegative Werte enthalt.

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de)
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Keine Basen

(1 0 1 0 0)
A=10 1 0 1 O
\1 1 0 0 1/

Die Teilmengen 000 1

(11 0y (0 0O O)

\101/ \101/

1 0

von A sind

keine Basen von A, da die Vektoren jewells linear

abhangig sind.
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Charakterisierung von Polyederecken

Warum schauen wir uns Basen und Basisldsungen an? Wir
waren doch an Ecken des Polyeders interessiert...

Theorem (ohne Beweis)

Sei das System Ax=b, x>0 gegeben, Rang(A) = m<n. Dann sind
aquivalent:

1. xist eine Ecke des zugehoérigen Polyeders.

2. xist eine zuldssige Basislosung von Ax=b.

Wir wissen, dass die optimale Losung in einem Eckpunkt
liegen muss, falls sie existiert. D.h. wir missen nur Uber die
Basen von A optimieren (diese bestimmen ja die zulassigen
Basislosungen von Ax=b). Dies erfolgt mit sogenannten
Tableaus.
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Simplex-Verfahren

Das Simplex-Verfahren besteht aus einer Folge
von Basen bzw. Tableaus

1. Finde eine zulassige Basis Az und konstruiere
damit das Starttableau

2. Konstruiere aus Ag eine zulassige Basis Ag: , so

dass die zulassige Basislosung von Ag. besser als
die von Ag ist. Aktualisiere das Tableau.

3. Gibt es keine bessere Basislosung, so ist die

letzte optimal.
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Tableauform des Simplex-Verfahrens

* Ein Tableau entspricht dem

T
Gleichungssystem maxc: x
/CT\X_(CT)C) Ax=b
A b x=0

» Ty ist ein Simplextableu zur Basis Ag

A=(A A,)
. / cf, —ch;AN —ch;b \ . (xBx 1;
B~ 1 1 = Apty
\ Ay Ay Ay / ¢’ =(cycy
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Wiederholung: Gewinnmaximierung

Die Zielfunktion
max x, +0-x, + 13- x;,
Die Nebenbedingungen:
x, =200
x, =300
x, +x, +x; =400
X, +3-x; =600

X, Xy, X, 20

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de)
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Beispiel: Gewinnoptimierung

Das System der vorherigen Folie lasst sich
umschreiben zu: X +6-x, +13-x;=¢
x, +s, =200
X, +5, =300
X, +Xx, +x;+5, =400
X, +3-x;+5, =600

XisXy3X358,58,,85,8, =0

2
10 010 0 0y (200
01007100 300
A= b=
1110010 400
01300 0 1) {600
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Initialisierung

Starte mit der Basislosung, die durch die
Schlupfvariablen gegeben ist.

AB=(S1 Sy, 83 S4)=

S

o O = O
—
S

0

1 O
AN=(x1 Xy x3)= 11
1
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Initialisierung:

1 0 0 0) 1 0 0) 1200\
0100 0 1 0 300
A - =A_1 = b=
““lo o 1o " A=l 400
0 00 0 1 3 600,
cT=(1 6 13 0 0 0 o)=[c§; cg)
1 0 0) /200)
01 0 300
A7A, = A'b =
S I O 771400
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Starttableau

A;AN CN CBA IA
Nlchtba3|selemente
X b
1 2
(Negativer)
Zielfunktion { z Zielfunktionswert
TA‘lb

_1b

-5
S5
Basiselemente <
S5
LS,
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Update eines Tableau

* Fur das Update eines Tableau wird eine neue zulassige
Basis bestimmt, indem ein Basisvektor durch einen
Nichtbasisvektor ausgetauscht wird.

« Die Menge der Nichtbasisvektoren, die getauscht werden
konnen, ist uber die positiven Koeffienten ¢ der Zielfunktion
definiert als:

E={j|cxxj>0}

— Wenn E = &, breche ab und gebe x zurulck.

* Die Menge der Basisvektoren, die getauscht werden
konnen, ist uber ihre j-te Komponente bestimmt:

L, ={ilx' >0}

— Wenn L, = g fur all J€E, ist das LP unbeschrankt, da die
Zielfunktion cTx durch X; unbeschrankt wachst.
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Optimierungsphase des Simplex-Verfahrens

« Berechne fur eine zulassige Basis, das zugehorige
Tableau.

 Bestimme E. Wenn E = &, breche ab und gebe x zuruck.
* Ansonsten wahle J€E durch eine geeignete Pivotregel.

* Bestimme L;. Wenn L, = &, breche ab und gebe zuruck,
dass das LI5 unbeschrankt ISt.

* Ansonsten wahle i€L; durch eine geeignete Pivotregel.

 Fuhre einen Basiswechsel durch und starte wieder oben.

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de) 50 WeST



uswy3ilog|y

Beispiel

X X,
z 1 6
s;, 1 0
s, 0 1
s; 11
s, 0 1

E={j|cxxj >O}={1,2,3}

{i | x| > O} = {1,3}

L,={ilx;>0}={2,34}

L,

L,={ilx;>0}={3,4}

X3
13
0

0
1
3

b
0
200
300
400
600

{xl,xz,x3}
{51’53}
185,85,8, |

153:5,§
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Heuristiken fur die Auswahl der Tauschvektoren

« Groldter Koeffizient in der Zielfunktion (Dantzig)

» steepest-edge pricing wahlt die Kombination aus
Spalten- und Zeilenvektor, die den grofdten
Zuwachs fur die Zielfunktion bringt

o Kleinster Index

« Zufallige Auswahl

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de) 52 WeST



uswy3ilog|y

Erste lteration

Heuristik: Ersetze einen Basisvektor durch den
Nichtbasisvektor, der den grofdten Zugewinn fur die
Zielfunktion bringt.

Xy
0O =s =200 —x,
O =s5;, =400 — x,

x, = min(200,400) = 200 X Xy, X b

= z=200 z 1,6 13 0
s, |10 0 200

Alter Wert: 0

Koeffizent von x, in Zielfunktion: 1 s, 0] 1 O 300

Zugewinn durch x4: 200 s, 1 1 1 400
s, 101 3 600
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Erste lteration

Heuristik: Ersetze einen Basisvektor durch den
Nichtbasisvektor, der den grofdten Zugewinn fur die
Zielfunktion bringt.

X5
O=s, =300—-x,
O=s; =400—x,

0=s, =600—x, X X x5 D

x, = min(300,400,600) =300 z 1 1613 O

= z =1800 s, 1 /0] 0 200

Alter Wert: 0 s, 0 1] 0 300

Koeffizent von x, in Zielfunktion: 6

Zugewinn durch x,: 1800 53 1 1 1400
s, 0 1 3 600
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Erste lteration

Heuristik: Ersetze einen Basisvektor durch den
Nichtbasisvektor, der den grol3ten Zugewinn fur die
Zielfunktion bringt:

X3

O=s, =400 — x,

O=s, =600—-3x,

x, = min(400,200) = 200
= z = 2600

Alter Wert: 0
Koeffizent von x; in Zielfunktion: 13
Zugewinn durch x;: 2600

Ersetze s, durch X;.
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Update des Tableaus

Berechne neuen Wert von X,

s, =600-x, -3x, < x, =000~ 22 _24

3 3

...und setze ihn ein:
7=x +6x, +13-(200 - 22— 24)

3 3
=x1+§x2—254+26()0
3 3
X, S
s, =400-x, —x, - (200 - =2 -4
3 =X = ( 373
200 x —2x, +5
3 3

Xy

O = O =

Xy X3

6 13

_—t = = O
w = O O

b

0
200

300
400
600
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Neues Tableau

uswy3ilog|y

2

Sy

x3=200—%—? s,

=200—x1—§x2+s—4

zZ =X +§x2 —?Slt +2600

3 3

Als neues Tableau ergibt sich damit:

X, X, S,
5 13
z 1 = —-——
3 3
s, 1 O O
s, O 1 O
NN
x, o 1+ 1
3 3

b

— 2600

200
300

200

200
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Was haben wir gemacht?
10 01 0 0 0y (200

010010 0, [300

A= b=
1110010 400
01300 0 1) {600

* Von der Basis B=(s,,s,,s3,5,) haben wir zu der Basis
B'=(s4,S,,S3,X3) gewechselt

« Zu der neuen Basis haben wir das entsprechende
Tableau bestimmt:

[ 1 1 - T 4-1
CNv - CB'AB' AN' _CB'AB' b

AZA, AZ'D

)
T, =

\ /
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Was haben wir gemacht?

\

\

—_ O

S

oSO O =

1 0 0 1
1 1 0 0
1 3 0 0

O = O O
w - O O

oS O = O

/

(10 01 0 0 O)

0
1

0

0
0

L

\

(200)
300

b=
400

600,

o O =
-
SRS

0 0 O

O = O =
—t e O

— o O O
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Was haben wir gemacht?

(1 0

(1 0 0 0) 0 1
0100
A‘= _1=
1o o1 1 Ay =1 00
00 0 3
\
(1 0 0 )
01 0 (
1
AJA = 1 = —— 1p =
oAy S Al
. 3 3

200
300
200
200

O = O =
—_—t e = O

—_ o O O

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de)

WeST




uswy3ilog|y

Was haben wir gemacht?

0
01 0 [ 900 ) 0 1 0
2 1
AJA, =| 1 = -= _ 300 | Al = 1 -
BN 3 3 AB'lb= 200 B 00
o L 1 | 200 0 0 0
.33 \
cT=(16000013)=(c§;, cg.)

T T 5-1
Cy —CpAg Ay =

p 2 B
33

—cTAZ'b = -2600
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Was haben wir gemacht?

(1
0
AA = 1

0

W= W —

0
0

)

X3

r—tOv—tr—*_H

-

W=W[N = ow|lwns

_

200
300
200
200

T
Cy

T -1
- CB‘AB'AN' =

—c,A;'b =-2600

— 2600

200
300

200

200
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Zweite Iteration: Bestimme E und L,

X, X, S, b
= 1 2 -2 5600
3 3
ss 1 0 0 200
s, 0 1 0 300
s 1 2 -1 200
3 3
xx, o + 1 200
3 3
E={jlecx;>0}={1,2} {x.%,}
L, ={l|x{ >O}={1,3} {51 53}
L, ={i|x; >O}={2,3 41 1525835 X3 |
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Zweite Iteration

Heuristik: Ersetze einen Basisvektor durch den
Nichtbasisvektor, der den grofdten Zugewinn fur die
Zielfunktion bringt.

X1
O=s, =200-—x,
O=s, =200—x,

x, =200
2800 o -
— F =
z | 1 g — g — 2600
Alter Wert: 2600 s, 170 0 200
Koeffizent von x, in Zielfunktion: s, | O] 1 0] 300
1 2 1
Zugewinn durch x,: 200 sy | 1 3 T3 200
x; | O 1 1 200
3 3
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Zweite Iteration

Heuristik: Ersetze einen Basisvektor durch den
Nichtbasisvektor, der den grol3ten Zugewinn fur die

Zielfunktion bringt.

O=s, =300—x,

0 =s, =200—§x2

1

0=x, =200—§x2 x, | x, Sy b
x, = min(300,600) = 300 z 1 2 13 _ 2600
3 3
= z = 4400 s, 1|0 0 200
Alter Wert: 2600 s, O 1 0 300
Koeffizent von x, in Zielfunktion: 2 1
6 s, 1 | = —-—= 200
_ 3 3
Zugewinn durch x,: 1800 1 1
x;, O | = — 200
Ersetze s, durch x.. 3.3
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Update des Tableaus

Berechne neuen Wert von x,

s, =300-x, < x, =300-s,

und setze ihn ein.

5 13

7=X +§'(3OO—S2)—?S4 +2600
5 13
= X, —§S2 —?s4 +3100

s, =200—x1+§°(300—sz)+%4

s x4l s
3773

X, X, S, b
z 1 > B — 2600
3 3
s, 1 0 0 200
s, 0 1 O 300
s, 1 2 -1 500
3 3
x, o + 1 200
3 3
1 S,
X, =200-=-(300—s,)— &
3 3
1 s
=100 +—s, — =
3 3
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Neues Tableau

5 13

s, =300-x, < x, =300-ys, Z=x1—552——s4+3100
2 S, 1 S
S, ==X +—58, +— x, =100+ —s5, ——
3 1 3 2 3 3 3 2 3
Als neues Tableau ergibt sich damit:
X, S5 S 4 b
= 1 > 3 — 3100
3 3
s, 1 0 0 200
x, O 1 0 300
S5 1 _2 1 O
3 3
x, o -1 1 100
3 3

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de) 67 WeST



o3|y

uawyili

Dritte lteration: Bestimme E und L,

X, S5 S4 b
z 1 —g —% — 3100
S 1 0, o 200
x, O 1 o 300
S5 1 —% —% )
x, O —% % 100

E={j|cxxj>0}={1} {xl}

L1={i|xf>0}={l,3} {51953}
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Dritte Iteration

Ersetze einen Basisvektor durch den Nichtbasisvektor,
der den grofdten Zugewinn fur die Zielfunktion bringt.
Es mussen nur Terme aus z mit positivem Vorzeichen
betrachtet werden, d.h. es bleibt nur noch x, ubrig.

X9

O=s5, =200 — Xx,

0 —0 X1 S Sy b
TN 1 > 3 3100
x, = min(200,0) = -3 T3
= z = 3100 s |1 0 o) 200
x, | 0 1 0 300
S5 1 —% —l §)
3 3
1 1
Ersetze s, durch x,. x5 0 -2 3 100
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Update des Tableaus

Berechne neuen Wert von x,

2 S, 2 S,
3 3 3 3

und setze ihn ein.
2 Sy 5 13

7==-8+—8,+———5,——s5,+3100
3t 3 37 3" x, s,
=-s,—5,—4s, +3100 - 1 -2
3
2 S, s, 1 0
s, =200 —-(-s; - §S2 — ?) x, O )
2
1 _ =
=2()O+s3+252+s—4 o3 3
3 3 x; O -—%

Sy, b
_1B —3100
o 200
o 300

1
— — o
3
1 100
3
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Neues Tableau

2 S, 2 S,
S, =—8S,+—S8, +— §; =200+, +—s5, + —
3= 3 3 2 3 1 3 3
z=-5,—-5,—4s,+3100
Als neues Tableau ergibt sich:
S5 S5 S 4 b
z —1 —1 —4 —3100
s, —1 = 1 200
3 3
x, O 1 0] 300
X, 1 2 1 O
3 3
x, O 1 100
3 3

Die Zielfunktion kann nicht weiter verbessert werden!

= x =(0,300,100) z=3100
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Simplex-Verfahren

* Das Simplex-Verfahren lost ein lineares Programm
In endlich vielen Schritten oder stellt seine
Unlosbarkeit oder Unbeschranktheit fest.

* |m Worstcase hat es expontielle Laufzeit
unabhangig von den gewahlten Pivotregeln, in der
Praxis ist es sehr effizient.
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Algorithmen und Datenstrukturen

12.3 DAS SIMPLEX-VERFAHREN
ZUSAMMENFASSUNG
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Zusammenfassung

* Das Simplex-Verfahren
— Algebraische Grundlagen
— Basentausch

— Tableaus
 Starttableau
* Basiswechsel
* Update des Tableaus
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