Algorithmen und Datenstrukturen

3. LAUFZEITANALYSEN
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Komplexitat

= Gegeben

¢ Ein zu losendes Problem

= Winschenswert
¢ Algorithmus zur Berechnung der Losung mit moglichst
geringem Aufwand
= Daher
¢ Abschatzung des Aufwands von Algorithmen (Komplexitat)

¢ Mindestaufwand zur L6sung von Problemen einer
bestimmten Klasse
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Motivierendes Beispiel

Sequentielle Suche in Folgen

" Gegeben:

¢ n Zahlen, z. B. Folge mit n Zahlen A[O ... n-1] , mit n > 0 und
Zahlen sind verschieden

¢ Zahlb
= Gesucht:

¢ Index:i € {0, ..., n-1} mit b = A[i] falls Index existiert, sonsti=n

" Losung fur das Problem:

1= 0;
while (1 < n
i++;

& &

b != A[i])
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Motivierendes Beispiel (2)

Aufwand der Suche

= Ergebnis hangt von der Eingabe ab, d.h. vom gewahlten Wert
n, den Zahlen A[OQ], ..., A[n] und von b

1. Erfolgreiche Suche: wenn b = A[i]: S =i+1 Schritte
2. Erfolglose Suche: S = n+1 Schritte
= Problem mit 1. Aussage: hangt von zu vielen Parametern ab

¢ Ziel: globale Aussage zu finden, die nur von einer
einfachen GrolSe abhangt, z.B. die Lange n der Folge

" Fragen zur Komplexitat:
a) Wie grold ist S fur gegebenes n im schlechtesten Fall?
b) Wie grol3 ist S flir gegebenes n im Mittel?
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Analyse fur erfolgreiche Suche - Frage a

" |m schlechtesten Fall

¢ b wird erst im letzten Schritt gefunden: b = A[n-1]
 S=nim schlechtesten Fall

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de) 5 WeST




uasAjeuy

Analyse fur erfolgreiche Suche - Frageb

= |m Mittel
¢ Wiederholte Anwendung mit verschiedenen Eingaben

¢ Annahme Uber Haufigkeit:
* Beobachten, wie oft b an erster, zweiter, ... letzter Stelle gefunden
wird.
¢ Annahme Gleichverteilung:

e Lauft Algorithmus k mal (k >>1), so wird b gleich oft an erster,
zweiter, ..., letzter Stelle gefunden.

— Also k/n-mal an jeder Stelle
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Analyse fur erfolgreiche Suche - Frage b (2)

= Anzahl Schritte insgesamt (fiir k Suchvorgange):

k k k
M= —-14—-2+...+—-n
n n n
k
= —-(14+24...+n)
n
E n-(n+1) n—+1
- . — k-
n 2 2

. M .
=« FUr eine Suche: S = - Schritte

1
Also: S = nt

im Mittel (bei Gleichverteilung)
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Asymptotische Analyse

" Analyse der Komplexitat - Angabe einer Funktion
f: N—=N
als Mal’ fur den Aufwand
= Bedeutung: f(n) =a
¢ bei Problemen der Grolie n
¢ betragt der Aufwand a

* Problemgrofle: Umfang der Eingabe, wie z.B. Anzahl der
zU sortierenden oder zu durchsuchenden Elemente

= Aufwand:

¢ Rechenzeit (Abschatzung als Anzahl der Operationen, wie z.B.
Vergleiche)

¢ Speicherplatz
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Aufwand fur Schleifen

= Wie oft wird die Wertzuweisung ,x=x+ 1" in folgenden
Anweisungen ausgefuhrt?

for (1 = 1; 1 <= n; 1i++) n-mal
X =X + 1;
for (i = 1; i <= n; i++) n2-mal
for (j = 1; j <= n; j++)
X =X + 1;
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Aufwandsfunktion

= Aufwandsfunktionf : N — N meist nicht exakt
bestimmbar

= daher
¢ Abschatzung des Aufwands im schlechtesten Fall
¢ Abschatzung des Aufwands im Mittel

*" und ,ungefahres Rechnen in GréRenordnungen®
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3.1 O-NOTATION
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O-Notation

= Angabe der asymptotischen oberen Schranke fur
Aufwandsfunktion - Wachstumsgeschwindigkeit bzw.

Groflenordnung

= Asymptote: Gerade, der sich eine Kurve bei immer
grofer werdender Entfernung vom
Koordinatenursprung unbegrenzt nahert

= Einfache Vergleichsfunktion f(n) € O(g(n)) flr
Aufwandsfunktion mit ¢ : N —- N
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O-Notation

Definition:
Fiir eine Funktion f : N — N st die Menge O(f(n))

wie folgt definiert:
O(f(n) ={¢g:N—=N|3JcecR° 3In, e NVn > ng :

g(n) <c- f(n);

= Anschaulich: O(f(n)) ist die Menge aller durch f ,nach
oben” beschrankten Funktionen

> Asymptotische obere Schranke
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O-Notation (2)

= Definition veranschaulicht:

gn) € O(f(n)) < dec > 0,IngVn > ng

:g(n) <c- f(n)

»8 wachst nicht schneller als f*

= Dies bedeutet: 9(7) ist fiir genlgend groRe n durch eine

f(n)

Konstante ¢ nach oben beschrankt
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Q) - Notation

Definition:
FUr eine Funktion f : N— N istdie Menge Q(f(n))

wie folgt definiert:
Q(f(n) ={9g:N—=N|JccR”° In, € N Vn > ng :

g(n)=y- f(n)}

= Anschaulich: Q(f(n)) ist die Menge aller von f ,nach
unten® beschrankten Funktionen

> Asymptotische untere Schranke

Zum Vergleich:
O(f(n)) ={¢g:N—=>N|3Jcec R In, € NVn > ng:

g(n)(<¥ - f(n)}

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de) 15 WeST




>
Q.
o
3
o}
5
@
(7]

© - Notation

Definition:
Die exakte Ordnung o von f(n)

ist definiert als:
O(f(n)) ={9g:N = N |Tc; € R™Y F¢ecy € RV,
In, e NVn>ng:c1-f(n)>gn)>c- f(n)}

» Anschaulich: Menge aller durch f,nach unten und
oben” beschrankten Funktionen

+ Asymptotische untere und obere Schranke
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©-Notation - Charakterisierung

Lemma:
Fir jede Funktion f(n) gilt:

O(f(n)) = O(f(n)) NQ(f(n))

Beweis
ZU zeigen:
O(f(n)) & O(f(n))NnQ(f(n)) und B(f(n)) 2 O(f(n))NQ(f(n))

O(f(n)) & O(f(n))NQ(f(n)):
Zeige g(n) €0O(f(n)) =g(n) € O(f(n))NQ(f(n)).
* g(n)€0O(f(n)) = 3 cyc,,ny: V n2n,: ¢,f(n) 2 g(n) 2 ¢, f(n)

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de) 17 WeST




SauUPWI3||V

©-Notation - Charakterisierung

* g(n)€0(f(n)) = dcy,c,,ng: V n2ng: ¢ f(n) 2 g(n) = ¢, f(n)
= dc,ng: V n2ng: c,f(n) 2 g(n) und
dc,,ny: V n2ng: g(n) = ¢, f(n)
= g(n) € 0(f(n)) und g(n) EQ(f(n))
= g(n) € 0(f(n))nQ(f(n))

O(f(n)) 2 O(f(n))NQ(f(n)): Ubung
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Beispiele

" Frage:ist " €O

Bzw: ist n3 eine obere Schranke fiir n2?

= Antwort: Ja
= Begrindung:

— 1 < nfurn =1
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Beispiele

Frage:ist n® € O(n?)

Bzw: ist n? eine obere Schranke fur n3?
" Antwort: Nein
" Begrundung: durch Widerspruch

, fur alle n > ng

¢ Annahme:
Je,ng € N:n? < ¢-n?
n> < c- n2, fur alle n > ng
= n < c, fur alle n > ng
Wahle: n = c+ ng

=c+ng <c

Widerspruch!
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Eigenschaften

Lemma:
Fir beliebige Funktionen f, g gilt:

O(f(n) +g(n)) = O(maz(f(n),g(n)))

Beweis:
(zeige beide Richtungen)

t(n) € O(f(n) +g(n)) = tn) e O(max(f(n),g(n)))

t(n) € O(f(n) +g(n)) <= tn) € O(max(f(n),g(n)))
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Eigenschaften (Beweis)

= Beweis: , ="
t(n) € O(f(n) +g(n)) = t(n) € O(max(f(n),g(n)))

Es qgilt:
de,n, e N:t(n) <c-(f(n)+g(n)) VYn > n,

= t(n) < 2-c-max(f(n),gn)) VYn > n,

= t(n) € O(max(f(n),g(n)))
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Eigenschaften (Beweis)

= Beweis: ,&“
t(n) € O(f(n) +g(n)) <= t(n) € O(max(f(n),g(n)))

Es qgilt:
de,n, € Nt t(n) < c-(max(f(n),gn))) Vn > n,

= t(n) <c-(f(n)+gn)) VYn > n,

= t(n) € O(f(n) + g(n))
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Beispiel

O(n*+n?) = O(n%)
O(n*+4-n%) = O

O(n*+2m) = 027
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Eigenschaften

Lemma:
1. O(f(n)) € O(g(n)) genau dann wenn

f(n) € O(g(n))
2. O(f(n)) = O(g(n)) genau dann wenn
f(n) € O(g(n)) A g(n) € O(f(n))
3. O(f(n)) C O(g(n)) genau dann wenn
f(n) € O(g(n)) Ag(n) & O(f(n))
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Eigenschaften

1. O(f(n)) € O(g(n)) genau dann wenn
f(n) € O(g(n))

Beweis:
(zeige beide Richtungen)

H=>“
O(f(n)) € O(g(n)) = f(n)c O(g(n))

f(n) € O(f(n)) € O(g(n)) = f(n) € O(g(n))
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Eigenschaften (Beweis zu 1.)

1. O(f(n)) € O(g(n)) genau dann wenn
f(n) € O(g(n))

Beweis:

b)) @ ¢ 0 __Qno
Definition

O(f(n)) € O(g(n)) < f(n) € O(g(n))

f(n) € O(g(n) = dcg,no € N: f(n) < co-g(n)vVn > n,

und sei:

t(in) € O(f(n)) = dc1,n1 €eN:t(n) <c1-f(n) Vn > ny

t(n) beliebiges
Element der Definition }
Menge O(f(n))
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Eigenschaften (Beweis zu 1.)

=tn)<cr-f(n)<c-c-gn) Vn>max(ng,ni)

t(n) € O(f(n)) = t(n) € O(g(n))

O(f(n)) € O(g(n)) ~ _—— pehniton

tda t(n) beliebiges
Element
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Beispiele

1
O(n?) = {n?, 2n* — 6, 3n* + 5, §n2 +38,...}

Damit: (3n2 + 5) = O(nQ) — Wieistc }

zu wahlen?

O(3n? +5) € O(n?)

1
O(3n* 4+ 5) = {n?, 2n* —6, 3n* + 5, 577,2 +8,...}

Wie ist ¢

Damit: n? € O(3n? + 5) )
O(nQ) C O(3n2 + 5) L zu wihlen? }

Damit: O(n?) = O(3n? + 5)
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Weitere Eigenschaften

Lemma:
Falls f(n) € O(g(n)) und g(n) € O(h(n)),

dann ist auch f(n) € O(h(n)).

f(n) <cg-g(n) Vn > ng und

g(n) <ecp-h(n) Vn > ny und

= f(n) <cy-gn) <cg-c1-hn) vYn > max(ng,ni)
H_I

Konstante
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Beispiele
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Aufwand und asymptotische Komplexitat

Lemma:

Es gilt:

1. limpse(f(n)/g(n)) =c,c>0 = O(f(n)) = O(g(n))
2. limpoo(f(n)/g(n)) =0 = O(f(n)) C O(g(n))
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Aufwand und asymptotische Komplexitat (2)

0

00
Haufiges Problem: Grenzwert der ,Art*: — oder 6
00
> Ansatz: Regel von de I'Hospital

Satz (Regel von de I‘Hospital) ,,x — «*:

Seien f und g auf dem Intervall [a, c0) differenzierbar.

Es gelte lim,_ oo f(x) limy _oog(x) = 0 (bzw. = c0)

/
und es existiere lim f/ (x)

f(z)

Dann existiert auch lim ——= und es gilt:

v=oo g@) |
lim f(@) — lim ——=

T —5 00 g’(x) T —5 00 g(aj)
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Beispiele

1. f(n) =3n+5, g(n) =n

im " L fm 2 =320 = O@Bn+5)=O0m)

n— 00 n n— 00

2. f(n) =n>+5, g(n) =n’

n®+5 , 2n, . 2
= lzmn%mgﬁ = lzmn_mOG— — 0

= O(n? 4+ 5) € O(n?)

Wiederholte Anwendung
von de I‘Hospital
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Weitere Eigenschaften

= Gibt es immer eine Ordnung zwischen Funktionen?

= Esgibt Funktionenf, g:
f(n) & O(g(n)) und g(n) & O(f(n))

= Zum Beispiel: sin(n) und cos(n)
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Asymptotische Komplexitat

Lemma:
Fiir alle m € N gilt : O(n™) C O(n™™)

Beweis: (durch Widerspruch)

Annahme: s(n) € O(nk)7

d.h. Je,np,Vn > n, : s(n) < c-nf

aber es muss auch gelten: s(n) ¢ O(n**1)

d.h. In > ng : s(n) > c-nftl

= dn >ng: und n <1
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Aufwand und asymptotische Komplexitat

= Aussage 1:
Sei f(N) = @m N + Q1 -0 +... 4+ a1 -1+ ao,

wobei a; € RT fiir 0 < i < m. Dann gilt f(n) € O(n™).

= Wir sagen, ein Algorithmus mit Komplexitat f(n) bendtigt
hochstens polynomielle Rechenzeit, falls es ein Polynom
p(n) gibt, mit f(n) € O(p(n)).

= Aussage 2:

Ein Algorithmus benoétigt hochstens exponentielle
Rechenzeit, falls es eine Konstante ¢ € RT gibt, mit

f(n) € O(a™).
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Komplexitatsklassen

O(1) konstanter Aufwand
(=Aufwand ist nicht abhangig von Eingabe)
O(log n) logarithmischer Aufwand
O(n) linearer Aufwand
O(n -log n)
O(n?) quadratischer Aufwand

O(nk) fur k > 0 polynomialer Aufwand

O(2") exponentieller Aufwand
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Typische Problemklassen

Aufwand Problemklasse

O(1) einige Suchverfahren fir Tabellen (Hashing)

O(log n) allgemeine Suchverfahren fir Tabellen
(Baum-Suchverfahren)

O(n) sequenzielle Suche, Suche in Texten, syntak-
tische Analyse von Programmen (bei ,guter”
Grammatik)

O(n -logn) | Sortieren

Aufwand | Problemklasse

O(n?) einige dynamische Optimierungsverfahren

(z.B. optimale Suchbaume), Multiplikation
Matrix-Vektor (einfach)

Matrizen-Multiplikation (einfach)

viele Optimierungsprobleme (z.B. optimale
Schaltwerke), automatisches Beweisen (im
Pradikatenkalkdl 1. Stufe)
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Algorithmen und Datenstrukturen

3.2 AUFWANDSANALYSE VON
ITERATIVEN ALGORITHMEN
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Aufwand iterativer Algorithmen

« Aufwand = Anzahl durchlaufener Operationen
(Zuweisungen, Vergleiche, ...) zur Losung eines
Problems

= Haufig: Aufwand ist abhangig von Eingabeparametern
(=> Problemgrole)

= Aufwandsklasse: Wie wachst der Aufwand in
Abhangigkeit von der Problemgrolie?

" Frage: Gegeben ein beliebiger Java-Code, wie kann ich
die Aufwandsklasse bestimmen?
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Aufwand von Programmen ablesen

void algl(int n){
int m = 2;
int i;
int k = n;
while (n > 0){
i = k;
while (i > 0) {
m=m + i;
i=1/ 2;

O(n - log n)

AuRere Schleife: n-mal
Innere Schleife: log n-mal
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Aufwand von Programmen ablesen

void algl(int n) {
int m = 1;
int i = 0;
while (m < n) {
while (1 < m)
1 =1+ 1;
m=m + 1i;

O(n + log n)

In jedem Durchlauf der
aulleren Schleife wird m
verdoppelt, d.h. sie lauft

log n Mal, die innere Schleife
lauft bis n/2, aber nicht jedes
Mal, weil i nur ein Mal auf O
gesetzt wird.

Man konnte auch O(n)
sagen, weil der Summand
log n nicht ins Gewicht fallt.
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Aufwand iterativer Algorithmen (l)

= Bestandteile iterativer Algorithmen:
¢ elementare Anweisungen (Zuweisungen, Vergleiche, ...)

) @(1) fa, (n): Aufwand, der bei der
Ausfiihrung vonai entsteht.
¢ Sequenz: «; Q9

« Obere Grenze: O(fa,(n)) + O(fa,(n))
* Untere Grenze: Q(fo,(n)) + Q(fa,(n))

¢ Selektion: if (B){ a1 } else { s}
* Obere Grenze: O(fp(n)) + O(max(fa,(n), fa,(n)))
« Untere Grenze: Q(f(n)) + Q(min(fa,(n), fa,(n)))

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de) 44 WeST



SauUPWI3||V

Aufwand iterativer Algorithmen (ll)

» |teration: Wwhile (B){a}
¢ Obere Grenze: ~# Schleifendurchlaufe” - (O(fp(n)) + O(fa(n)))
¢ Untere Grenze: ’# Schleifendurchlaufe” - (Q(fp(n)) + Q2(fa(n)))

" Frage: Wie ist der Aufwand fur for-Schleifen?
¢ Beispiel: for (a1; B;as) {asz}

¢ Antwort: Abbildung auf while-Schleife:
Qg

while (B) {
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Beispiel: Sequenz

public int berechne(int n) {

int x = 0; <= 0(1)
X = x + 1; < @(1)
return Xx; <= 0(1)
}
Fragen:

¢+ Wieviele Operationen werden durchlaufen?
¢ |st die Anzahl abhangig von einem Eingabeparameter?

« Aufwand: f(n) =©(1)+6(1)+06(1) =3-6(1)

= Aufwandsklasse: o(fmn)) =o0()

Algorithmen und Datenstrukturen - Matthias Thimm (thimm@uni-koblenz.de) 46 WeST




SauUPWI3||V

Beispiel: Schleifen (l)

public int berechne(int n) { o(1)
int x = 0;

<
for (int i=0; i < n; i++) {
X = x + 1; n - O(1)

}
return x; <= 6(1)

» Aufwand: f(n)=01)+n-6(1)+06(1)=2-6(1) + O(n)
» Aufwandsklasse: ©(f(n)) =6(n)
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Beispiel: Schleifen (ll)

public int berechne(int n) {
int x = 0; <= O(1)
for (int i=0; i < n; i++) {

for (int j=0; j < n; j++) {
X =x + 1; n-(n-6(1))
}
}
return x; <= 6(1)

}

= Aufwand: f(n) =0©1) +n°-6O(1) +6O(1) =2 -6O(1) + O(n?)
= Aufwandsklasse: ©O(f(n)) = ©(n?)
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Beispiel: Selektion

public int berechne(int n) {
if (n % 2 == 0) { <& O(1)
int x = 0;
for (int i=0; 1 < n; i++) {
X =X + 1; O(n)

}

return Xx;
}else{
return n; <= O(1)
}
}

= Obere Grenze:O(f(n)) = ©(1) + O(maz(©(n),O(1)) = O(n)
" Untere Grenze: ©2(f(n)) = ©(1) + Q(min(O(n),O(1)) = (1)
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Faustregeln

" Haufig verwendete Faustregeln:
¢ Keine Schleife: Konstanter Aufwand
¢ Eine Schleife: Linearer Aufwand
¢ Zwei geschachtelte Schleifen: Quadratischer Aufwand

= Gelten die Faustregeln ohne Ausnahme? Nein!
¢ Aufwandsbestimmung fur Schleifen
¢ Mehrere Eingabevariablen
¢ Funktionsaufrufe
¢ Rekursionen
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Aufwandsbestimmung fiir Schleifen (I)

public int berechne(int n) {
int x = 0;
for (int 1=0; |1 < 5d i++) {
X = x + 1;

}

return Xx;

}

= Schleifenabbruch hangt nicht von Eingabeparameter ab!
« Aufwand: f(n) =©(1)+5-0(1)+0O6(1) =7-6(1)

« Aufwandsklasse: ©(f(n)) = ©(1)
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Aufwandsbestimmung fiir Schleifen (ll)

public int berechne(int n) {

int x = 0;

for (int i=1;|i < n; i = 2*i)) {
X = x + 1;

}

return Xx;

}

= | aufvariable wachst nicht linear an!

= Aufwand: f(n) = ©(1) +log,n - ©(1) + O(1)
= Aufwandsklasse: ©(f(n)) = ©(logn)
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Aufwandsbestimmung fiir Schleifen (lil)

for 4int i=1k 1 < nj; i=2*ii {
X = X + 1;

}

" Frage 1: Wie entwickelt sich die Laufvariable?
¢ Startwert: i=1
¢ Veranderung: i=2%

* Entwicklung der Laufvariablen:
¢ Nach 1. Durchlauf: ;=1 .92 = 21
¢ Nach 2. Durchlauf: ¢ = (1-2) .2 = 22
* Nach 3. Durchlauf: ¢ = ((1-2)-2) .2 =23
¢ Nach k-tem Durchlauf: 7 = 2F
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Aufwandsbestimmung fiir Schleifen (IV)

for (int 1=1;

X=

x + 1;

i < nj i=2*%i) {

= Entwicklung der Laufvariablen: ; = 2*
" Frage 2: Nach wie vielen Durchlaufen wird abgebrochen?

¢ Abbruch, wenniz=n

1T >n

s 28 >

-

¢ Antwort: Abbruch nach £ = [log, n] Durchlaufen

k. >logon

i = 2%
log,
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Mehrere Eingabevariablen

public int berechne(int[] f1l, int[] £2) {

int result = 0;
for (int i=0; i1 < fl.length; i++) {
for (int j=0; j < f2.length; j++) {
if (f1[1] == £2[]]) result++;

}
}

return result;

}

" ProblemgroRen:n = fl.length und m = f2.length
= Aufwand: f(n,m)=01)+n-(m-(©(1)+0(1))) + O(1)
= Aufwandsklasse: ©(f(n,m)) = O(n - m)
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3.3 AUFWANDSANALYSE VON
REKURSIVEN ALGORITHMEN
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Rekursionen

public int fib(int n) {
if (n == || n == 1) { <Rek.fa|l
return 1; <Rek.abbruch
} else { +
return fib(n-1) + fib(n-2); <Rek.fa”
}
}

" Frage: Welcher Aufwand entsteht fiir Fibonacci?
¢ FUr Rekursionsabbruch: f(n) = ©(1) + ©(1)
¢ Fur Rekursionsfall: f(n) =O(1)+ 77777

> LOsung: Rekursionsgleichungen!
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Rekursionsgleichungen

= Definition: Eine Rekursionsgleichung ist eine Gleichung
oder Ungleichung, die eine Funktion anhand ihrer

Anwendung auf kleinere Werte beschreibt.

= Rekursionsgleichung fir Fibonacci:
Aufwand fur Rekursionsabbruch

/

+Tn—1 +Tn—2 sonst

\\/

Aufwand fur Rekursionsfall

[ O(1) fir(n=0vn=1)
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Losung von Rekursionsgleichungen 2/2

Gegeben

[ O(1) fir(n=0Vvn=1)
T(n) =

O(1)+T(n—1)+T(n—2) sonst

\

Welche Aufwandsklasse hat T(n)?
e O1)?

* Ologn)?

e O(n)?

* O(n?)?
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Losung von Rekursionsgleichungen 2/2

" Frage: Gegeben eine Rekursionsgleichung, welche
Aufwandsklasse hat der dazugehorige Algorithmus?

" Losungsmethoden:

¢ Vollstandige Induktion
¢ Master-Theorem
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3.3.1 VOLLSTANDIGE INDUKTION
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Vollstandige Induktion

= |nduktion:
* Rekursive Beweistechnik aus der Mathematik

> Gut geeignet, um Eigenschaften von rekursiv definierten
Funktionen zu beweisen!

= Generelles Vorgehen:

¢ VVermutung einer Eigenschaft (z.B. Aufwandsklasse einer
Rekursionsgleichung)

¢ Induktionsanfang: Eigenschaft halt fur ein kleines n

¢ |Induktionsschritt:

 Annahme: Wir haben es bereits flir ein kleineres n gezeigt

 Wenn Eigenschaft fir kleinere n halt, dann halt sie auch fir das
nachstgrollere n!
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Beispiel — Obere Grenze beweisen (l)

[ O(1) firn <1
T(n) = 5

4-T(2)+6O(n?) sonst

\

T(n) e O(n3) Siehe Definition
der O-Notation

|

Ang,c:Vn > ng: T(n) < c-n>

k

n =2
Brauchen keine Spezial-falle
behandeln, und im
Induktionsschritt kbnnen wir
von g nach n gehen.

)
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Beispiel — Obere Grenze beweisen 11}

Rekursionsgleichung

] n n 3 .
» |nduktionsvermutung: T(g) <c- (5) Le'”seue”
mn

v iangschritt: Wir beweisen von 5 nach n
/ ' d
e ) <ot | T(n) —4-T(3) 4 0
3

3 3
& A4T(E)+n’ <cn’ |T(3)<c (3
3
< 4-c- () +n* <c-nd
Induktionsvermutung
3 .
& 4.0.%+n3 Sc-nS —c-n3 einsetzen }
& —%-c-ng—l—n3 <0 - n3
& —2.¢c+1 <0 +1.c
1
<~ I < 2 C + 2 %[Induktionsschritt ist }
erfolgreich, wenn ¢ =2
= 2 <c &
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Beispiel — Obere Grenze beweisen (lll)

" |nduktionsanfang:
¢ Zeige Induktionsvermutung fur einen Anfangswert.

- A hd r 1

_ chsten: Zeige es flir den Rekursions ) .
Zu zeigende Rekursionsgleichung
obere Grenze einsetzen

T(1) <c-13 |T()=1

<~ 1 <c Induktionsanfang ist
erfolgreich, wenn ¢=1

= Wann kdnnen wir zeigen, dass T(n) < c-n*?
* Fir no=1 <[ Wert, fur den wir Induktionsanfang gezeigt haben 1

e Und wenn (c>2Nc>1)=c>2

[ Nétig laut Induktionsschritt Notig laut Induktionsanfang }
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3.3.2 MASTER-THEOREM
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Mastermethode

* Die Mastermethode ist ein , Kochrezept® zur L6sung von
Rekursionsgleichungen der Form:

T(n) =a T(n/b) + f(n)

mit Konstantena=1und b > 1,
f(n) ist eine asymptotisch positive Funktion, d.h. f(n) >0 ¥V n>n,

Bemerkung
= a steht fur die Anzahl der Unterprobleme
= n/bist die Grolke eines Unterproblems

= T(n/b) ist der Aufwand zum Losen eines Unterproblems (der Grole
n/b)

= f(n) ist der Aufwand fur das Zerlegen und Kombinieren in bzw. von
Unterproblemen
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Mastermethode

= Schnelles Lésungsverfahren zur Bestimmung der
Laufzeitklasse einer gegebenen rekursiv definierten
Funktion
= 3 gangige Falle
¢ Fall 1: Obere Abschatzung
¢ Fall 2: Exakte Abschatzung
¢ Fall 3: Untere Abschatzung

= | 3sst sich keiner dieser 3 Falle anwenden, so muss die
Komplexitat anderweitig bestimmt werden

¢ Wir mussen Voraussetzungen fir Anwendung des
Mastertheorems Uberprifen.
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Mastermethode - Grundlage

T(n) =a T(n/b) + f(n)

mit Konstantena =1 und b > 1,
f(n) ist eine asymptotisch positive Funktion, d.h. f(n)>0 ¥V n>n,

Allgemein:

- Vergleichen f(n) mit n'c9@

« Wir verstehen n/b als |n/b] oder [n/b]

Hinweis: verkurzte Notation im Folgenden

logan als ld n (logarithmus dualis)
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Fall 1

Wenn f(n) € O(n‘°%* )fiir ein € > 0

) | |
> f(n) wichst polynomiell langsamer als 7" ?7*®
um einen Faktor n°

> Lésung: T(n) € @(nlog”a)
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Fall 2

Wenn f(n) € ©(n!°%% . [d*n) fiir ein k > 0

> f(n)und nlogve . 1dkn
wachsen vergleichbar gleich schnell

> Losung: T(n) € O(n'°8 . [d"T1n)
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Fall 3

Wenn f(n) € Q(n'°% % ) fiir ein € > 0

und a- f(n/b) < c- f(n) fir eine Konstante ¢ € (0, 1)

\ ~ _/ und geniigend grofie n

Regularitatsbedingung

> f(n) wéichst polynomiell schneller als p!c9v@
um einen Faktor n°

> f(n) erfillt sog. Regularitatsbedingung

> Losung: T'(n) € O(f(n))
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Master-Theorem (Uberblick)

Ist T(n) eine rekursiv definierte Funktion der Form

T(n) =a T(n/b) + f(n) mitaz1,b>1, vV n>n,:fn)>0

Dann gilt:

1. Fall: Wenn f(n) € O(n'°%*~)fiir ein € > 0
dann T(n) € ©(n'°& %)

2. Fall: Wenn f(n) € ©(n'°9%% . [d*n) fiir ein k > 0
dann  T(n) € O(n'& . [d"T1p)

3. Fall: Wenn f(n) € Q(n'°9%%")fiir ein € > 0
und a - f(n/b) < c¢- f(n) fir eine Konstante ¢ € (0, 1)
und geniigend grofle n

dann T'(n) € O(f(n))
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Mastertheorem — Idee

lllustration als ,, Rekursionsbaum®:

fn)
/M
fb) f(n/b) -+ f(n/b)
/\f‘_>\a

f(n/b*) f(n/b?) - f(n/b?)
/

7(1)

Erinnerung: T(n) = aT(n/b) + f(n)
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Mastertheorem — Idee

Aufwand:

F/b) f/b) -+ f(u/b)y—af(n/b)
/\/¥>\

F(/b2) f(/B?) -+ f(/B?) = a2 f (n/b?)
/

1(1)
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Mastertheorem — Idee

fn/by f(m/b) - f/b) af(n/b)
h =log,n / \71—>\a

f(/b?) f/b?) -+ f(/b?) a2 f(n/b?)
/

7(1)

\4
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Mastertheorem — Idee

fly = f(n)
A
f(n/b) fm/b) - f(n/b) af(n/b)

h =log,n / \f—N
f(/b? fm/b?) -+ f(u/b?) af(n/b?)
/
/': Anzahl Blatter: ah\
¥ T(l) """""""""""" = gloge™ [ plogpa T(l)
_ nlogba
- Y
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Mastertheorem — Idee

f/b) f/b) - fn/b) —af(n/b)

h=log,n /\F_)\a

F(/b?) f(n/b?) -+ f(/b?) af(n/b?)
/

Fall 1: Das Gewicht wachst .
geometrisch von der Wurzel

zu den Blattern. Die Blatter o
) - niozba T(1)
erhalten einen konstanten
Anteil des Gesamtgewichts.

O(nlozba)
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Mastertheorem — Idee

f(n/b) f(m/b) - f(n/b) af(n/b)
h=log,n /\f—)\a

f(/b? fm/b?) -+ f(u/b?) af(n/b?)
/
. 4 ™
/ F_aII 2: (k ="O) Das Gev.vicht
VL) e i don e foumen. | nlosha 7(1)

.

O(n'°e |4 n)
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Mastertheorem — Idee

fn/b) f(/b) -+ f(n/b) af(n/b)

h =log,n / \/—)\

f(/b?) f(/b?) -+ f(n/b?) a’f(n/b?)
/

/Fall 3: Das Gewicht reduziert\

/° sich geometrisch von der
Wurzel zu den Blattern.
|} T( 1 ) “““““““““““ Die Wurzel erhalt einen [~ nlogba T( 1)
konstanten Anteil am

K Gesamtgewicht. /

O(f(n))
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Mastertheorem — Bedeutung

= In jedem Fall vergleichen wir f(n) mit n'°%®

" |ntuitiv: die Losung wird durch die grof8ere Funktion
bestimmt
¢ Im zweiten Fall wachsen sie ungefahr gleich schnell
» |m ersten und dritten Fall muss f(n) nicht nur kleiner

oder groRer als n'°%*“ sein, sondern poynomiell kleiner
oder grofler um einem Faktor n©

= Der dritte Fall kann nur angewandt werden, wenn die
Regularitatsbedingung erfullt ist
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Erganzung zur Regularitatsbedingung

= Wozu wird im dritten Fall die Regularitatsbedingung
benotigt?

¢ Erinnerung: im dritten Fall dominiert f(n) das Wachstum
von T(n)

> Wir mussen sicherstellen, dass auch bei rekursivem
Anwenden (d.h. wenn Argumente kleiner werden) T(n) von
f(n) dominiert wird.
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Erganzung zur Regularitatsbedingung (2)

... veranschaulicht:
T(n)=alT(n/b)+ f(n)
= a(aT(n/b%) + f(n/b)) + f(n)

— _/
—~

Wachstum dieses Teils muss
durch f(n) dominiert werden.

A

N

= a*T(n/b%) +af(n/b) + f(n)

- J J
Y Y

bereits Problem: darf f(n)
berucksichtigt  nicht dominieren

s fur: af(n/b) < cf(n) (c € (0,1))
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Beispiel

T(n)=4T(n/2) +n

Fall 1: f(n) € O(n*~°) fiir e > 0

= T(n) € O(n?)

z.B.e =1
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Beispiel (2)

T(n) = 4T (n/2) + n~

a=4, b=2 = nloge = plog2d _ n?
f(n) =n?
Fall2:  f(n) € ©(n%ld" n) k=0

= T(n) € ©(n’ld n)
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Beispiel (3)
T(n) =4T(n/2) +n’

a=4, b=2 = nloge = plogd _ n?
f(n) =n?
Fall3: f(n) € Q(n?T°) fiir e > 0 B e — 1

n
und 4(5)3 < cn®  (Regularitiatsbedingung)
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Beispiel (4)

2
n
ik =471 (n/2
() = 4T(n/2) + T
a=4, b=2 = plogra — plogz4 — 2
2
mn
Fall?

Mastertheorem kann nicht angewandt werden:
+ 1.Fall: f(n) & O(n*"°)

.+ 2.Fall: f(n) ¢ O(n*-1d"n) (k>0)

« 3.Fall: f(n) ¢ Q(n*t)
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Nutzliche Hinweise

= Basisumrechnung log,x = ll Ya 5[’; = O(logyx) = O(log,x)
/
: x
= de I'Hospital: lzm;,;_mM = iMoo f/( )
g(x q'(x)

= Vergleich Logarithmus vs. Polynom
limyg_soologyr = 00 lim,_ ox® = oo filr e > 0

logyx logrx)’ L
lim Iot _ lim ( gb ) = lim L
r—oo € T — 00 (xe)/ T — 00 eaje_l
. 1 . 1 .
= lim = lim — =0 fure >0
T —> 00 gjeaje—l r—00 €€
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3. LAUFZEITANALYSEN
ZUSAMMENFASSUNG
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Zusammenfassung

= O-Notation
O(f(n)) ={g: N—->N|Jcec R”° In, € NVn > ng :
g(n) <c- f(n)}
Q(f(n)) ={9g: N —=>N|JcecR”°, In, € N Vn > ng :
g(n) =c- f(n)}
O(f(n)) ={9g:N — N |Fc; € R”°,3cy € R,
dn, € NVn>ng:c1-f(n)>gn) >ce- f(n)}
= Aufwandsanalyse von iteratlven Algorithmen
= Schleifenschachtelung maRgebend fir Laufzeit
» Aufwandsanalyse von rekursiven Algorithmen
= Rekursionsgleichungen
= Vollstandige Induktion
= Master-Theorem
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